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摘　要：研究一类ｍ＝６，ｎ＝８和一类ｍ＝８，ｎ＝６的 Ｌｉéｎａｒｄ系统在原点邻域内的极限环数目问题，证明了这

两个系统在原点充分小邻域内分别能产生９个和８个极限环，首次给出了 Ｈ　^（６，８）和 Ｈ　^（８，６）的一个下界估计，

即Ｈ　^（６，８）≥９，Ｈ　^（８，６）≥８。
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　　Ｌｉéｎａｒｄ系统是微分方程中一类经典的系统。
Ｌｉéｎａｒｄ方程最早被发现于 ２０世纪 ２０年代。１９２８
年，法国数学家 Ｌｉéｎａｒｄ将其一般形式推广总结出
来，有如下二阶微分方程形式：

ｘ̈＋ｆ（ｘ）ｘ＋ｇ（ｘ）＝０ （１）
它有几类等价的微分方程组，其中一类有如下形

式：

ｄｘ
ｄｔ＝－ｙ＋Ｆ（ｘ）

ｄｙ
ｄｔ＝ｇ（ｘ

{ ）

（２）

　　其中 Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ（ｓ）ｄｓ。因其在各领域的实际

意义，一直以来，关于 Ｌｉéｎａｒｄ方程的各类问题均
是微分方程理论研究的热点。寻找 Ｌｉéｎａｒｄ方程原
点邻域内极限环个数问题是一个有挑战性的问题，

吸引了众多数学工作者对其进行研究［１－８］。

记Ｈ　^（ｍ，ｎ）为 Ｌｉéｎａｒｄ方程原点可分支出小振
幅极限环的最大个数 （ｍ，ｎ为正整数，分别表示
方程 （２）中 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）的次数）。Ｃｈｒｉｓｔｏｐｈｅｒ与

Ｌｙｎｃｈ［１］证明了对所有整数ｍ，有Ｈ　^（２，ｍ）＝Ｈ　^（ｍ，
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２）＝［（２ｍ＋１）／３］，同时他们证明了当２≤ｍ≤

５０，Ｈ　^（３，ｍ）＝Ｈ　^（ｍ，３）＝２［３（ｍ＋２）／８］；文 ［２］

对ｎ＝４的情形进行研究，得到 Ｈ　^（ｍ，４）＝ｍ（ｍ
＝１０，１１，１２，１３）的结论，同时根据当时的研究情

况给出了关于 Ｈ　^（ｍ，ｎ）值的一个新表。在这个表
中，我们发现，当ｍ＝６，ｎ＝８和ｍ＝８，ｎ＝６时，

Ｈ　^（ｍ，ｎ）的值还没有进行研究。本文考虑如下两类
系统原点邻域的极限环问题：

ｄｘ
ｄｔ＝ａ２ｘ

２＋ａ３ｘ
３＋ａ４ｘ

４＋···＋ａ６ｘ
６＋ｘ７－ｙ，

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ＋ｂ３ｘ

３＋ｘ４＋ｂ５ｘ
５＋ｂ６ｘ

６＋ｘ７＋ｘ{ ８

（３）
ｄｘ
ｄｔ＝ａ３ｘ

３＋ａ４ｘ
４＋···＋ａ６ｘ

６＋ａ７ｘ
７＋ｘ８＋ｘ９－ｙ，

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ＋ｂ３ｘ

３＋ｘ４＋ｂ５ｘ
５＋ｘ{ ６

（４）
其中ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，ａ６，ａ７，ｂ３，ｂ５，ｂ６∈Ｒ，下面给出本
文研究中需要的一些基础知识。

考虑如下实多项式系统

引理１［９－１０］　
ｄｘ
ｄｔ＝－ｙ＋∑

∞

ｋ＝２
∑
ｉ＋ｊ＝ｋ
ｘｉｙｊ，

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ＋∑

∞

ｋ＝２
∑
ｉ＋ｊ＝ｋ
ｘｉｙ{ ｊ

（５）

通过变换

ｚ＝ξ＋ηｉ，　　ｗ＝ξ－ηｉ，

Ｔ＝ｉｔ，　　ｉ＝ －槡 １ （６）
系统 （５）被转化成下面的复系统

ｄｚ
ｄＴ＝ｚ＋∑

∞

ｋ＝２
∑
α＋β＝ｋ
ａαβｚ

αｗβ，

ｄｗ
ｄＴ＝－ｗ－∑

∞

ｋ＝２
∑
α＋β＝ｋ
ｂαβｗ

αｚ{ β

（７）

其中ｚ，ｗ，Ｔ是复变量，对于系统 （７）可以逐项确
定形式级数

Ｍ（ｚ，ｗ）＝∑
∞

α＋β＝０
ｃαβｚ

αｗβ （８）

使得
（ＭＺ）
ｚ

－（ＭＷ）
ｗ

＝∑
∞

ｍ＝１
（ｍ＋１）μｍ（ｚｗ）

ｋ，这

里ｃ００＝１，ｃｋｋ∈Ｒ，ｋ＝１，２，…，ｍ。其中ｃα，β，μｍ可
由以下递推公式确定：

ｃ０，０ ＝１
ｗｈｅｎ（α＝β＞０）α＜０，β＜０，ｃα，β ＝０
ｅｌｓｅ　　　　　　　　　　　　　　　

ｃα，β ＝
１
β－α∑

α＋β＋２

ｋ＋ｊ＝３
［（α＋１）ａｋ，ｊ－１－

（β＋１）ｂｊ，ｋ－１］ｃα－ｋ＋１，β－ｊ＋１ （９）

μｍ ＝∑
２ｍ＋２

ｋ＋ｊ＝３
（ａｋ，ｊ－１－ｂｊ，ｋ－１）ｃｍ－ｋ＋１，ｍ－ｊ＋１ （１０）

　　定义１　引理１中的μｍ称为系统 （７）原点的
第ｍ个奇点量。若

μ１ ＝μ２ ＝… ＝μｋ－１ ＝０，μｋ≠０
则称原点为系统的 ｋ阶细奇点，如果所有的 μｋ ＝
０，则称原点为 （７）的中心。归纳文 ［３－５］等
的结论有如下结果。

引理２　对系统 （５），其伴随复系统 （７）原
点的奇点量μｉ（ｉ＝１，…，ｋ）有ｋ个独立的参数θ＝
（θ１，…，θｋ），若θ＝θ０时，系统 （７）原点为ｋ阶细
奇点 （相应地系统 （５）的原点为 ｋ阶细焦点），
且雅克比行列式满足

Ｊ＝ （μ１，μ２，…，μｋ－１）
（θ１，θ２，…，θｋ－１） θ＝θ０

≠０

则系统 （５）在原点的充分小邻域内可扰动出 ｋ个
小振幅极限环。

１　系统 （３）的奇点量与极限环
通过变换 （６），系统 （３）转化为其伴随复系

统：

ｄｚ
ｄＴ＝－

１
４ｉａ２ｗ

２＋ －
ｉａ３
８ ＋

ｂ３( )８ ｗ３＋
１
１６－

ｉａ４( )１６ｗ４＋ －
ｉａ５
３２＋

ｂ５( )３２ｗ５＋
－
ｉａ６
６４＋

ｂ６( )６４ｗ６＋（１１２８－ ｉ１２８）ｗ７＋
－ｗ

８

２５６－
１
２ｉａ２( )ｗｚ＋ －

３ｉａ３
８ ＋

３ｂ３( )８ ｗ２ｚ＋

１
４－

ｉａ４( )４ ｗ３ｚ＋ －
ｉａ５
３２＋

ｂ５( )３２ｗ４ｚ＋
１＋ －

３ｉａ６
３２ ＋

３ｂ６( )３２ｗ５＋ ７
１２８－

７ｉ( )１２８
ｗ６＋ｗ

７( )３２ｚ＋
－
３ｉａ３
８ ＋

３ｂ３( )８ ｗｚ２＋ ３
８－

３ｉａ４( )８ ｗ２ｚ２＋

－
５ｉａ５
１６ ＋

５ｂ５( )１６ｗ３ｚ２＋ －
ｉａ２
４ －

１５ｉａ６
６４ ＋

１５ｂ６( )６４
ｗ４＋

２１
１２８－

２１ｉ( )１２８
ｗ５＋７ｗ

６

６４ｚ
２＋ １

４－
ｉａ４( )４ ｗｚ３＋

－
５ｉａ５
１６＋

５ｂ５( )１６ｗ２ｚ３＋ －ｉａ３８＋ｂ３８( ＋－
５ｉａ６
１６＋

５ｂ６( )１６ｗ３＋
３５
１２８－

３５ｉ( )１２８
ｗ４＋７ｗ

５)３２
ｚ３＋ －

５ｉａ５
３２ ＋

５ｂ５( )３２ｗｚ４＋

７６
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１
１６－

ｉａ４
１６＋ －

１５ｉａ６
６４ ＋

１５ｂ６( )６４
ｗ２( ＋

３５
１２８－

３５ｉ( )１２８
ｗ３＋３５ｗ

４)１２８
ｚ４＋

－
ｉａ５
３２＋

ｂ５
３２＋ －

３ａ６
３２＋

３ｂ６( )( )３２
ｗ＋

２１
１２８－

２１ｉ
１２８ｗ

２＋７ｗ
３( )３２
ｚ５＋

－
ｉａ６
６４＋

ｂ６
６４＋

７
１２８－

７ｉ( )１２８
ｗ＋７ｗ

２( )６４
ｚ６＋

１
１２８－

ｉ
１２８＋

ｗ( )３２ｚ７＋
ｚ８
２５６，

ｄｗ
ｄＴ＝－ ｗ＋１４ｉａ２ｗ

２＋ ｉａ３
８ ＋

ｂ３( )８ ｗ３[ ＋

１
１６＋

ｉａ４( )１６ｗ４＋ ｉａ５
３２＋

ｂ５( )３２ｗ５＋ ｉａ６
６４＋

ｂ６( )６４ｗ６＋
１
１２８＋

ｉ( )１２８
ｗ７＋ｗ

８

２５６＋
１
２ｉａ２ｗｚ＋

３ｉａ３
８ ＋

３ｂ３( )８ ｗ２ｚ＋ １
４＋

ｉａ４( )４ ｗ３ｚ＋
５ｉａ５
３２ ＋

５ｂ５( )３２ｗ４ｚ＋ ３ｉａ６
３２ ＋

３ｂ６( )３２ｗ５( ＋

７
１２８＋

７ｉ( )１２８
ｗ６＋７３２ｗ)７ ｚ＋ ３ｉａ３８ ＋

３ｂ３( )８ ｗｚ２＋

３
８＋

３ｉａ４( )８ ｗ２ｚ２＋ ５ｉａ５
１６ ＋

５ｂ５( )１６ｗ３ｚ２＋
ｉａ２
４＋

１５ｉａ６
６４ ＋

１５ｂ６( )６４
ｗ４＋ ２１

１２８＋
２１ｉ( )１２８
ｗ５＋７ｗ

６( )６４ｚ２＋
１
４＋

ｉａ４( )４ ｗｚ３＋ ５ｉａ５１６ ＋５ｂ５( )１６ｗ２ｚ３＋ ｉａ３
８ ＋

ｂ３( ８
＋

５ｉａ６
１６ ＋

５ｂ６( )１６ｗ３＋ ３５ｉ
１２８＋

３５( )１２８
ｗ４＋７ｗ

５)３２
ｚ３＋

５ｉａ５
３２ ＋

５ｂ５( )３２ｗｚ４＋ １
１６＋

ｉａ４
１６＋

１５ｉａ６
６４ ＋

１５ｂ６( )６４
ｗ２( ＋

３５
１２８＋

３５ｉ( )１２８
ｗ３＋３５ｗ

４)１２８
ｚ４＋ ｉａ５

３２＋
ｂ５
３２( ＋

３ｉａ６
３２ ＋

３ｂ６( )３２ｗ＋ ２１
１２８＋

２１ｉ( )１２８
ｗ２＋７ｗ

３)３２ ｚ
５＋

ｉａ６
６４＋

ｂ６
６４＋

７
１２８＋

７ｉ( )１２８
ｗ＋７ｗ

２( )６４
ｚ６＋

１
１２８＋

ｉ( )１２８
＋ｗ( )３２ｚ７＋ｚ

８

]２５６ （１１）

根据引理１的递推公式，经过仔细计算，得系统
（１１）原点的前九阶奇点量如下：

μ１ ＝－
３ｉａ３
４；μ２ ＝

１
８ｉ（２ａ２－５ａ５）；

μ３ ＝－
１
６４ｉ（３５－２８ａ４＋１４ａ２ｂ３－１０ａ２ｂ６）；

μ４ ＝
ｉＦ１
４４８０；μ５ ＝－

１
３７６３２０１１ｉＦ２；

μ６ ＝－
１

６７７３７６０１４３ｉＦ３；μ７ ＝－
２４３１ｉＦ４
７１６８０００；

μ８ ＝－
１

５８５２５２８６４００１４３ｉＦ５；

μ９ ＝
１

１４７４８３７２１７２８０００１４３ｉＦ６

其中

Ｆ１ ＝４９０ａ２＋２６４６ａ６－２２０５ｂ３－８８２ａ２ｂ５＋
１５７５ｂ６＋６３０ａ２ｂ３ｂ６－４５０ａ２ｂ

２
６，

Ｆ２ ＝－８５７５＋６１７４ａ２－３４３０ａ２ｂ３＋
１５４３５ｂ５＋４９００ａ２ｂ６－１１０２５ｂ３ｂ６－４４１０ａ２ｂ５ｂ６＋

７８７５ｂ２６＋３１５０ａ２ｂ３ｂ
２
６－２２５０ａ２ｂ

３
６，

Ｆ３ ＝２７７８３＋２４５０ａ２－１１０２５ｂ３－
４４１０ａ２ｂ５－７８７５ｂ６－２２６８ａ２ｂ６＋

３１５０ａ２ｂ３ｂ６－２２５０ａ２ｂ
２
６，

Ｆ４ ＝－１３２３－３５０ａ２＋２１０ａ２ｂ５＋１０８ａ２ｂ６，
Ｆ５ ＝－１５２７３００９６７５ａ２－２６９３６５２５００ａ

２
２－

９６９７１４９００ａ３２＋５３８７０５００ａ
３
２ｂ３－

７６９１９２２０ｂ５＋１３８４５４５９６ｂ６＋
５６１０４９３３５０ａ２２ｂ６－３８４８０７５００ａ

３
２ｂ６－

１１３０２４１６ａ２ｂ
２
６－３５６２２１８００ａ

３
２ｂ
２
６，

Ｆ６＝１１２１８５０６７０７８２８７＋８１６６８４４５３２４９８４ａ２＋
６２１０１１０８９２５１００ａ２２－２４９６２０１８８９５４８８７１ａ

３
２－

４４１０３２１８７０４６５００ａ４２－１５８７７１５８７３３６７ａ
５
２－

１４０５３１４１９４００ｂ３－２９９４４９０１７３１５００ａ
２
２ｂ３－

１１１０８３６４６４６６８０ａ３２ｂ３＋８８２０６４３７４０９３００ａ
５
２ｂ３＋

３８８５０６０５０１０００ａ３２ｂ
２
３＋１０８４５６１００２０００ｂ６－

１４３９７６０４６６６２０２ａ２ｂ６－１９７３７１７０４１４３８８ａ
２
２ｂ６－

２６３０１７４５３８６００ａ３２ｂ６＋９１８００７０４１０１９７１０ａ
４
２ｂ６－

６３００４５９８１４９５００ａ５２ｂ６－６０２２７７４９２６００ｂ５ｂ６＋
１０８４０９９４８６６８０ｂ２６＋４０５６１１３０１８１６００ａ

２
２ｂ
２
６－

５２９４６８１７７８９６ａ３２ｂ
２
６－５８３２４２５６５７２６８００ａ

５
２ｂ
２
６－

８８４９７９１７２８０ａ２ｂ
３
６－２４１２９７６５８６４００ａ

３
２ｂ
３
６

　　定理１　对于系统 （３）或者系统 （１１），原
点均不是系统的中心。

证明　若原点是系统 （１１）的中心，则至少
满足μｉ＝０（ｉ＝１，…，９）成立。用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ软
件可算得μｉ的Ｇｒｏｅｂｎｅｒ基，有

ＧｒｏｅｂｎｅｒＢａｓｉｓ［（μ１，μ２，…，μ９），
（ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，ａ６，ｂ３，ｂ５，ｂ６）］＝１

８６
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从而得到μｉ（ｉ＝１，…，９）无公共实根，则 μｉ不可
能同时为０。证明完毕。

由奇点量表达式及定理 １，经过仔细计算，
有：

定理２　系统 （１１）的原点是９阶细奇点 （相

应的系统 （３）的原点是９阶细焦点）当且仅当下
列条件成立：

ａ３ ＝０，ａ５ ＝
２ａ２
５，

ａ４ ＝
１
２８（３５＋１４ａ２ｂ３－１０ａ２ｂ６），

Ｆｊ＝０，　ｊ＝１，…，５ （１２）
为了方便应用，取条件 （１２）的一组近似解如下：
ａ２ ＝－８６８７９０２６９５２８０３１０３８６３７２５３５５６１

２６７４９７８６１８８７６６７６５６９１４８…
ａ３ ＝０
ａ４ ＝－７８１９１１２４２５７５２２７９３４７７３５２８２００５

１４０７４８０７５６９８９００８９１２２３４…
ａ５ ＝－３４７５１６１０７８１１２１２４１５４５４９０１４２２４

５０６９９９１４４７５５０６７０６２７６５９…
ａ６ ＝２６０９６９５５５７０９８９１３１１１０９０３９９８４９

３０４５４１５２７９６６８１７５３９０５７８… （１３）
ｂ３ ＝２３３２２０３４１５４９４５０９７２７３３８８１６２５７０９４

１５２２４３６０５１７７４５２５６６５…
ｂ５ ＝０７６５５１８６０５２８８１８４７８３０１２５４３１７８５６０

３３７２５０９９８７２１６４４５７５５…
ｂ６ ＝０３４２２２５７５７７４１５３０９３３８５３０９４９２８７１０

７２６６２９７２４４１２７８９８４８４７…
　　定理 ３　对于系统 （３），当系数满足条件
（１２）时，通过微扰在原点邻域可分支出九个极限
环。

证明　由定理２知，原点是系统 （３）的９阶
细焦点。将系统 （１１）中奇点量表达式与式 （１３）
代入雅克比行列式有：

Ｊ１ ＝
（μ１，μ２，μ３，μ４，μ５，μ６，μ７，μ８）
（ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，ａ６，ｂ３，ｂ５，ｂ６） （１３）

＝

０００７９５７１２２５８３６８４０６７７４３３４３１０８
３９２５６２１５４３２８４６８６２４ｉ≠０ （１４）

由引理２知，系统 （３）在原点的充分小邻域可分
支出９个极限环。

２　系统 （４）原点处的极限环

通过变换ｘ＝ｚ＋ｗ２ ，ｙ＝
ｉ（ｗ－ｚ）
２ ，ｔ＝ｉＴ，ｉ＝

－槡 １，将系统 （４）转化为其伴随复系统，系统表

达式太长，这里不再列出。

对复系统原点的奇点量进行计算，根据引理

１，可算得复系统原点的前八阶奇点量。
定理４　对于系统 （４）的伴随复系统，原点

的前八阶奇点量为：

μ１ ＝－
３ｉａ３
４，μ２ ＝

５ｉａ５
８，μ３ ＝

７
６４ｉ（４ａ４－５ａ７），

μ４ ＝－
９
６４０ｉ（３５－２０ａ４－４２ａ６＋２８ａ４ｂ３），

μ５ ＝
３３ｉＦ１
１７９２０，μ６ ＝－

４２６ｉ（－２００＋５６ａ４＋１７５ｂ５）
１７９２００ ，

μ７ ＝
７２９３ｉＦ２
１７９２００，μ８ ＝－

４６１８０ｉＦ３
６８８１２８

其中

Ｆ１ ＝５６７－１００ａ４－２４５ｂ３＋１４０ａ４ｂ３－１９６ａ４ｂ５，
Ｆ２ ＝－２６２＋７０ｂ３＋２００ｂ５－１７５ｂ

２
５，

Ｆ３ ＝６－８ｂ５＋７ｂ
２
５

与前述一致的讨论，我们有

定理５　系统 （４）的伴随复系统原点是８阶
细奇点 （相应的系统 （４）是８阶细焦点），当且
仅当下列条件成立：

ａ３ ＝ａ５ ＝０，ａ７ ＝
４ａ４
５，

ａ６ ＝
１
４２（３５－２０ａ４＋２８ａ４ｂ３），

ａ４ ＝－
２５
５６（－８＋７ｂ５），Ｆｊ＝０（ｊ＝１，２）　

（１５）
为了方便应用，取（１５）式的一组近似解如下
ａ３ ＝０，
ａ４ ＝１０６６１９９７４５８９７６４３０２４４８０３００２３４

８７９３２５１７４２４７６１７４１６３３９２…
ａ５ ＝０，
ａ６ ＝２４９９９９９９９９９９９９９９９９９９９９９９９９９９

８９４５９１００５３４２１２５４１６１９４…
ａ７ ＝０８５２９５９７９６７１８１１４４１９５８４２４０１３６

８４２４９６３９９９５９６６５４１６１５４５… （１６）
ｂ３ ＝３０５９０６２１１２５３４８３２０６４４３３７２９０２２

７８２９０８０３２７０３１４５３６９３８１４…
ｂ５ ＝０８０１６７３２２４１６９８９７０８９３０９１６１０３９

７９４２３２５６４３３６２７９３３１６１５５…
　　定理６　对于系统 （４），当系数满足式 （１６）
时，通过微扰在原点邻域可分支出八个极限环。

证明　由定理５知当式 （１６）成立时，原点
是系统 （４）的８阶细焦点，将式 （１６）以及定理
５中的奇点量表达式代入雅克比行列式

９６
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Ｊ２ ＝
（μ１，μ２，μ３，μ４，μ５，μ６，μ７）
（ａ３，ａ４，ａ５，ａ６，ａ７，ｂ３，ｂ５） （１５）

＝

０００７９５７１２２５８３６８４０６７７４３３４３１０２
６１９３６８８５２０１２４１９５８４５７９９３６ｉ≠０

（１７）
由引理２知，系统 （４）在原点邻域可分支出８个
极限环。
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